Bayesian Varying-coefficient Models using Adaptive Regression Splines by Biller, Clemens & Fahrmeir, Ludwig
Biller, Fahrmeir:
Bayesian Varying-coefficient Models using Adaptive
Regression Splines
Sonderforschungsbereich 386, Paper 206 (2000)
Online unter: http://epub.ub.uni-muenchen.de/
Projektpartner
  	
Æ 

  
	 
  	 
  
		
 	
	
     	
   	

   !" 	
 #
$ %&	
 
%&	

  
 
 	
Æ	 
 
   
 
   

	  
        
	
 
	   
 	
  
 	 
  
 

	
 
  	
Æ	!    
	
 
 
   
	
Æ	   
   " #
 	 #

$
  % 
 
	 	 
      
 

  &
 ' 
  	
    

!  
  	  
  
' 
!
        
	   


	
 
 
    
   (  
 
    
    
   ) &

 		 
	
  * 
 	
* 
' 
* 
 
	 
*  " #
 	 #
 $

'
  	

#(   )#  	*
  + '"",   -&
  . /  - 
    -   
 

 	 
 
0 )
  
     
 
,  	    0 '       1

 
 -	 
 
0 2) 
 
 
 
,   -	 
 


 
  
 
0 	)
 
,

 	   - 	 *	 -	 #3    -	

 
0 
  


 
4   4
 



 5 6  -	  
  --
 ( -	 #3 56	Æ	  )5* 7  1
&
 '"", 	-  
   -	 	 1
  .   -	
 
 

 
0 
  

 
)
  
, 4   4 
 


)
 
, )',

 
  
     
 
 	 	  
 
     

 -	. 	   &
 -	 1
 	 
  
     
 
	  -  8	 .
	 
 8	  
  
     
 
 

 
 	 
 
     

  -	 
-  

 
0 
 
)
  
, 4 
 



4   4 
 



)9,
 (   )7  1
 '"" ,

 
0 
 
)
  
, 4   4 

)
 
, ),
   -	 	
: 
     
 	 


   
7  1
 )'"", 	  -( 6/
 --	
 
 


  
 

 	   -    - 
 -&
  	
 

 1
  6 	  
 
 -
   	   
    	 

 
     
 
 
    
     
 
 	
) 7  1
 '""  '"", 1
 
;


 
 --	
  
 
 		 
 - <    7  1

)'"",   	
	   
  8	 

  - 
	
 
.    	   	  /  	Æ	   	 
/  	 1
  	  .   	  / 
 
9

 
 --  
 -	 8	 . 
 
 1
 
-  
  


     
   
 	  
 / 1
  
   - 
 	-  
 - : 
-    /     /  	Æ	  - ! 
'  
 
 -  . 
  /  	
 	   
 8	
. 
 
       / - <
  

 	 
  - .    -	  
  
   #3 	   7  	 
  - 

 
 	
	  
   
 	  
 / =  	
  

-  	 > 8	  
 . 	
;


 2/ )'"  	
?9, -  
 . 
 
   	  /   -	&
  
   -   	 1
 6 
  -
/ -	    )  ,  - 
;


 :@
--	
 )  :    '""    7 A- 
1 '""?,  .  -   / 
	
  - 
 -	  
	
 	 ) - B 	,    /  	/ -
 
 	 ) - 
 <* 	, 1
   
 --	

  - 
 -	  
 	
 	 	 C --	

 / 	
  * )**, 	
@ 
    D&
   
 
   
 	  
 /   7	 

	  
 / -	  /  	  
   

 -  	
   
 
    8 / 
1
 .  
    
   
   	
  
   E  
  - 	  
  A
 )'"", -- 
C --	
   	 .    
  -
 # -  	
   
 
 .	 /  	

    	 /  C  	 < C --	
 
 	 . 
  -   >- / 	
 
* )BF**  # '""!,  -  D 	/   
 )'"",
1
   /  
 
$  	
  
 	
 
   / 
BF** 
   
 / 
 / 	    
 

 @ --	
 1
   
 --	
       

  
  @ 
 
  	/.  	
  	/ D
  
 )9   , -- C  -  - )C<B ,
 
 # 1
 -
( 
 G
 C <B  
  >  
    
 C 	 . 
   D  
)'"",H : 
   
 # 
   - -67 --
+ -  
 		 --  
 
    
  
 

- 
  		 <  C --	
  
 -	 &
(   )9,   BF**  / 	  -  C
)9   ,  	  D   )'"", 
 --	
   .  &
-  
 -      
  -  

/ ** 	
@      @ 1
 --	
 
 
		 --  
  >- 	
@  	
 
 
  
	  
 / < 		- 8 -  C -	 	
   
 -  / 	   	
	 ( 
-( /
 --	
  7  1
 )9   ,  :
  
)'""",  	 /
 
 --  -    
 - C  - -&
-	
  -	 #3  C )9   ,   C   
 5* )',
D  
   ** 	
@   
 -  
 / -	
	
    - 
 
   	/.  	
    D&
   )'"", 1
  C --	
  ** 
  $ :
BF**  6  -  -  	 8  	/
   	     
   
 --	
  C )9   ,  

-- 
 =
 -    
 		  
 	-
  8	 :
        -	 : -  .
	.	   
 -   
  	- 
   !  
  "! @
 
  -   	 

   " I 	.	   
 

  
   	  
     1
 	  -
	-  	
   
 
  	 -  
 	 :

 -  -    	   < 
 	-
J
** -     	
1
 --  (  $ 1
 C 6	Æ	   .
  	 9  	  	 
 
   	  ** 	
@

 
   
    	 J 
   --  / 
  
    		 /    	 !
  
 
	Æ	
 
: 
 .  
 C 6	Æ	  )C5*,    

 	 	 
 -	 	 )9,  ),  
 5* )', < 

 	 
  
     
 

 8	 . 
  
     
 
 	 	 
 
0
)
  
     
 
, 
 . 8	 
 0 )

 
     


,
 
 
 - 1
 
 C5* 
. 

 
0 
 

 4 
  

 
)
  
, 4   4 
 


)
 
, )J,
7   
 		 -	 #   0   
 -	 # )9, 
 0 '  
 #< ),   0   
 
 '    
2	
  
  	Æ	 

  0 '       .    
 

6
-	   		 - 1
  
  	 

0 )
 
     

 
,
 
 / 
	Æ	   	 

0 )
 
     

 
,   	  
 -	  
- 	
 

	  -  -


)
 
, 0

 
 
 




)
 
, 0 

)
 
,

 )!,
1
 /  	 
 
     

 
 	- 
  

6	  / 

0
)
 
     

 
,  
 --  	
 8	 . 
 
 < --- 	
	  

  C6-  
 	 -- :   Æ	 
 
	- 
   D C )'"?, 2/ )'",  	
/ )'"",  D	/
)'"",  -	   - 	
   	
/ )'"?,  	
   K
)'"",
L
 
  	 --	
  	
 


 -	 )J,  
 C5*  
 #

 
0 
 

 4 
  

 
)
  
,
 
4   4 
 


)
 
,

 ),
!

 	 8	 
 
 
     

 <  
 
-  
 
  

- )!,    
  

 
 	  
 / 

 < -
	  
   
 
 

 

 /  
   

 
 
 	 8	   ),
: 
 >   
 / 

 
  	Æ	 

. 
 -


  	
  0 '       . 
  
	
	 $ 1
  


/    	  

)
	
  . ,     	
2	
   

.    
 - 

 
    
 - 

 

  	
  
	
	   . 
  - 

 
0 )

 

,   

 


	
  	 
 
  	 

  
 - 

0 )

 

 
, 

 - 


: 
 C --	
    - -	.	  	
  
 /
- 2	
  
  	 

  0 '       	     


0 

 
 
     
	
    D  
 .  

  - 

 	  

 J <  C )9   ,  -- 
 8 -  

$ <
M  
 -   	  
  

     
 -  
  >-    - # )'""!,  D  
)'"", <   	    

   
- 
 - 0 '    )  ', 1
 -  
  -  
	 	  

 
	
   	-     -

   

 L
 	-  
 M - 
   - 
  
    

 / <   
 - 
C )9   ,  	    
 7  
 -   	
J  
   -   		 
# 

  0 '        
  

 

 
  - 

 
  -   
 - 1
 / 

 --     	
  	 / 	


0 

 
 


     


  
 
	
  	  
 
	   
 8	 . 
 
 <  
    
 --	 
 	 J    

 
     


  
@  
  N

 
	
O
1
 -  

 .   
  - - 

0 )
 
     

 
,  

	


 @ -
)

 

, 0


	



 
0


P)
	

 

,P

	
P
 )?,
7	 
 - -   

 
	
 : 
  	Æ	 

  
  -  

 

 

 
) Q

 
, 
 
 		  
.  Q

 
0 


 


 

  	 


 

1
 . 8	 
        
  
  

) Q
	
,
7 - 	  
 	Æ	 
 0 )

 
     


,
 
   .&
 Q
	
0 

	

	

  	 

	
  6 	  
	

< 
 - 
 
     

 
     - -  
	  
 > / -  0 )
 
 
     

, : 
    
	 
 > - 
)  ,  )  , )
,


 
)

 
 

,)

, ),
	 
 	    - 1
 	 )  ,  
 /

 
 -   0 ) 
 
      


,
  

 	

1
   
 > / -      
 - ),

 ** 	
@ 1
    -   / 	
 
 
 &
        1
 
 	
	 

  
 	   	- /  
   1

     	-   
	
	 C   

- ), 1
 -67 
 )
   ** 	
@
  - #/ B	
   -
 '"",  
 		  

/ 	
  
 	  7  
  	
  ---
--  ) 
 
,  
	
    
 
	    
 	 
  
 / 	
  	 
 --      
 
 &
   ), 
 --  
 
  		- 
  	 -
) 
 
,     
 / 	
 :    ** 	
@
?
 1 )'""J, C # 7   )'""!, #/ B	
 
 -
 )'"",  # )'""?,
1
 -67 
  .   
 /  . &
  
 - 7 	
  
    
 
  

  -   / 1
  
 	  
 - ), 

 	
 - 


  	 

  / )  0 '     , 1
 
>- ** 
  # )'""!,  
 -67 	
@ 
	
 - 
 /    7 
  	 


.    
    8  -	  
 / 	


 8  	 
 


   
  - 

 

:   
  	
    
 

    

 / -	 
   -	 
  -67 

   --	 :   8  -	 
 

 # )'""!, -- -  	  	 

 1
 G
H  G
H
- 
   .   -  - 
 
  
   

 	  )
   	 G 	
H, :  
 - 
 
   

0 )

 

 
,  
 

0 )

4 ' 
 

 
 
, 
  	  

 ' 

  	 
   /     	Æ	 1
    
 6  	 

-  

  
  --

 

  --- 	
  	 	 
 

)

 

, 1
 

 -  
 

 

 		-
   
     
	 --
: 
   
 > -   ),   
  
  
8  >- -  
 8 -   
 
  
  	

 
   
  -	  
 / 	
    
 **


: 	
 - 


 
  

 
 	  
 

/ 


  
	
 
 	   -   0 '       
  - 
  

  /  
    /  
 -  --  C )9   , 

 -	  )9, 
   - # 
 -	  
 / 

  
  - 
 
 
     

	      **

	
  C #3   
 - ),  
  2	
 
 
  >- 
 
 	  
  -$
), - 
 . 8	 
  
 
  # )'""?,  #3 -
 	/  . 8	
), - 
 - 

-   0 '     $
'   	
    / 

 
 - )
 	

 

,
9  	
 C
  
   / 
 
 
    
 
 

 	
 

 '  	- 	
  

R 
 	
	
 
  
   
 	  	 Æ - 
  	Æ	 

 
 

 # )'""?,  #3 -  	/  . 8	 )

	
  

,
D  
 -  
 . 8	 
  
  	Æ	 
 
     

 
 <-- < :   
  >-   	
  
	
    C )9   ,  	   J 
	
  -- -  	



  0 '     
 
	

1
 	  
 C5* 
     
 $ 
 /-
&
   -  7  1
 )'"" ,  
   
 53
<  		    AE	
  M	 )'" ,
: 	
     
 
  -   
 
	 

   	 9 1
   C )9   , 	 
 
 -
 


  E	  
 
  

- 
 
  
 
 
  7 
 - 
 E	  
   

 
  
		    
 	
   	
 
  M - )

-    9  !, 
 
 	   
 
 ) 	, -   @ 		 
  		-	 
"
 	  
  
 	   
 	 - 
   )  ',
    		    
 / 	
  
 --	
  	 
 
 M  
 	 - 
 	
   
/ 

-  
 	
	  
 
--    -	   

	  -  

 
 --	 
  
-- 
  
-	. =  
 . - 
 
 /-
   	- 
  

 
  -  1
   
 	 -  
 
 -  	-   
 
 	  	
)D*, .   -
 C  * )'"",  
 .  
 	&
-  	
  : 
 C  -  
  -

  	
), 0 9


 
  

 
 


 
 

 

4 )'
  
 
, 

'
  
 
'
 
 

  ) 	*
  + '"" - J, L
 
 -  0 )
 
 
     

,
 
 # ),  
 / -	 	  	 1
 .  
 -	
    
 - -	  0 2

),  
 	 1

	-    
 8	   - 


  .  

8	  
 -	 - 	  
 	 	-  
 -
-	  0 2

),  
 -  

0  
 ), 7	 

  -
 
 -(   .   	- 1
 D* 
  . 
D* 0  4 

 )",
1
 
  -  -  *44   L +1 J -
	- 
   7(  M  -	 C 	
  '    
  6  !    
 
    ?  J   

--	   	 J'  J9 -	 1
 - -
 
 
  
	
 - 
 
 - " I C 	 
  	
	 
1
  -  
 /-
     -	 )',  	 ) ,  /-
&
  --  
   		 -  	 -&
  	
    	  -  A-
 
' 
  ), 

 
)', 
 
0 



4 

)!
 
, 4 

)
 
, 4 

)"
 
, !  J!"" '   '
)9, 
 
0 



4 !
 



4 

)
 
, 4 

)"
 
,  J !9! '" " 
), 
 
0 



4 

)
 
, 4 

)"
 
, J! !"? ?! ?9 
)J, 
 
0 



4 

)!
 
, 4
 



4 

)"
 
, !" J"'J ?!J J9
)!, 
 
0 



4 

)!
 
, 4 

)"
 
, ! ! ?" ?!" !"
), 
 
0 



4 

)!
 
, 4 

)
 
, 4 "
 



!" !'  9 ?"
)?, 
 
0 



4 

)!
 
, 4 

)
 
, "99 999 ?  ?99
1 '$   ( 
 /-
  
 
 D*
.   E  
 -    J   	 1
  
	 ' -  
	
 '? 
 /-
  
  1
  -	
   
    - )!, 
      
 
 - )",  
     ), < @   

   -  	  7  1
 )'""   	 ' 9,
1 ( 
 E	  
 	  
 -  . 
  (
 	  
  1 '  '    - 

 	
 

 
 -	 
 
  	-  



  
  9  ? -
 	
  
 
 	  
 -	 
 -	 -	 	
8	    -	    	-   
: ' 
 
   
 -	 	 

 

 

 
' 1
 -  
 -	  !   " 
 /   


 8	    -
-  	     -	  
 .
	 8	
), 

)!
 
, 
0 50 100 150 200
-
10
-
6
-
2
0
2
), 

)
 
, 
2 4 6 8 10
-
6
-
2
0
2
4
6
)	, 

)"
 
, 
5 10 15-
12
-
8
-
4
0
2
: '$ 2  - 
 " I C 	    '
''
1 	- 
   1 '  
 
   D*  	

    
   7  1
 )'""   	 ' 9 1 ' ',
(    
 	  !   " ) 9    ?, 
   .  	 
  
 	-   ' 7  1

)'"" ,  
        -  
	
  
 
  	-  -	  
 	   
    

		 
   8	  	   
   D  
 
     J 
  	     1 '    

 ! 
   
 	  
 
 	  .
1
 -  

 

  J     
 -	 -   '
 : '  
   
 
 
  8	      J

   !J? 
 
 " I C 	  )      ? ?,
< -   
  	 

 : 9     

-  

  
 - 

 	  "   ' 1
  - 
: 9 
 
 - 


   J  '" L
  		-	  
 J  
 - 
  
 
   

   
   : 9

  
 @	  
 		-   

 1
    

0 J   

   
  
  
     - 


  / 1
 

-  : 9 -	 
 	 		-	 	 )

#   ,  
 8
  

 
    
    	
	/  
  


 < 
 & -
 
 	 		-	 	     
-/   @ 
  
 & 1
 -  
  	 

 

 
 - 

 


   
	   

Sample
k
0 5000 10000 15000
5
10
15
k
Fr
eq
ue
nc
y
4 6 8 10 12 14 16 18
0
20
00
40
00
Sample
p(k
<j|
y)
0 5000 10000 15000
0.
0
0.
4
0.
8
p(k= 4 |y)
p(k= 5 |y)
p(k= 6 |y)
: 9$  - -
 ), @	 ),  	 		-	 	
)
,  
 -  
  	 

  
 - 

 	
   '
'9
),
k
Fr
eq
ue
nc
y
4 5 6 7 8 9 11
0
20
00
50
00
),
k
Fr
eq
ue
nc
y
4 6 8 10 12 14
0
10
00
30
00
)	,
k
Fr
eq
ue
nc
y
4 6 8 10 13 16
0
10
00
30
00
),
k
Fr
eq
ue
nc
y
4 7 11 15 19 23
0
50
0
15
00
: $ :@	  
  	 

  ' 
  
 
 - 
  0  ? ),   0   ),  
 M - 
  0 ' )	,
  0  ),
1 	- 
   8 -  
  	 :  
- 
 
 @	  
 -  

  ' 
  
 
 - 
  0  ? ),   0   ),  
 M - 
  0 ' )	,
  0  ), M ), 
    

0 J 
 	 
 -  
-   0     - ),    	  
   

  < 
-	  	
 
 
--   
 
 M - L

 0 '  - )	,  
    

0 ! 
  0     

0 '9
),  
   
 - 


 . 
 - ),  )	,   	

     
   : '  
 	  - 
 

M - ), 
  
--  0     
  

   
 	  C )9   ,  
 	
	  
 - 

  	 B 
 - -
  

 
 	 		-	
	 
  - ),  ),    
    : 9 

 	  - D  
 -	  
 
--  
 
  
 M -  --   
 	  -  
 
	 

 
  
-- 
   	
  
   
	  

 >	 	
	
  	 

	
   

1
 53 <  		     		   	- 
    	

- ) AE	
  M	 '"  <-- ', 1

  	  
 	     0 '?  - 1
 
'
$ 1 - )(,$
' 0  	

-  0   	

-
% M	   - )A/ 	,  	  
 	$
%
 
	 ' 6  	- 
-(
%

	 J 6  - 	.
%

	 ? 6"    	  
! <  $ J  ' 
& 1  
    ($ '  ? 

' M 
-$ ' 0   0 
( 7	 -    	   	$
(
 
@
(

 	
(


(

 	
1 9$ *  
 53 <  		 
  
 
   -   "  
 '?   	 1 	

 -   
  -    	 
  1 9 L
 -   
   -  /
	  : -    
  ' -   /  	


- - 
  
 9  - 
  	

-  
 1
  - 
   )   ,  

7	  	
 -  0 '      
      	  -

 

   )
	
0 J 
  	 -      

  -   
   
  -   	 

E	  
 -    --  #	
  1
 )'""J, 
 
   *

0 ),  
   	 
1 ( 
   -  -	  
 	 

  1&
 9     0 '     )
	
  	 
 	 
(  ) 

, 0
' )) 0  )   

, 1
  
 	 -  
 
   - 
   
 - 
  -  
  1 ( 
 
( 
'J

 
 /  
 #  -	 
 C5* -  
 --

 	   
     
  $ : 	
 -
 0 '       	
  -  0 '     
 
 .   	   
 
0 '
 -    
 	  -  
  
 
0   L
 
 	

 
0 )*

 $
 
 %
  
 %
 
 !
 
&
 
 '
 
 (
  
 (
 
 (
 
,  -      
 
  

 
 


  	  	   - -   
'   -	

  -  
 
  

 
 


 )' 
 
, 
  
 	 
( 
 -    
) 
 
, 0 ' ) 
 
0 '  

 
 


  
  
0    0  
  
0  , 0 
 

  
 
 /  
 #  ) 
 
, 0 	)
 
, 
 
 	 &
 	 	 :   	    :
  1( )'""?,
 ' 	  	   .  
 -	
)', 
 
0 



4 


)*

, 4$
 


)*

, 4%
  



)*

, 4%
 



)*

, 4 '
 


)*

,
4(
  



)*

, 4(
 



)*

, 4(
 



)*

, 4 

)!
 
, 4 

)&
 
,
1
 8	  
  	 $
 
 %
  
 %
 
 (
  
 (
 
 (
 
 '
 
  
	Æ	 
   
   *

 
 
 	 

 


 
 	  !
 
 &
 

: J 
 
   
  	Æ	 
 
 " I C
	  1
 8	  
-  -
 ),    
  
! 
 
 (   	  
   - 1
 - 
  

 
 		 
-     
  
 !  
  

-   <  AE	
  M	 )'" , 
  - -	 --	

  )'", 
   	Æ	 
 8	  
-   	 
6.	 	 
 (   	  
 	    
 

 - 1
 8	  A/ 	 ' 6  -
 ),    JJ
 
 	  + 
 9   -- ( < 

    A/ 	 J 6  -
 )	, 
	
    99 
	 
 (   J 
 1
 - 
 
 - 
 A/ 	
' 6 
 
  /  
  
 .  
   
 	- 
- 
 A/ 	 ? 6" )
 	 	, < 
  
 8	 
'!
+,  

+,! 
0 10 20 30
-
1
0
1
2
3
+,  


+,! -
 ./0/
0 10 20 30
-
2
0
2
4
+	,  


+,! -
 1/2/
0 10 20 30
-
1
0
1
2
3
+,  

+
 
,! 
40 50 60 70 80
-
0.
5
0.
5
1.
5
+,  

+
 
,!   

0 20 40 60 80
-
4
-
3
-
2
-
1
0
1
+,  

+,! 
 
0 10 20 30
-
3
-
2
-
1
0
1
+,  


+,! 
 3

0 10 20 30
-
1
0
1
2
+,  


+,! 
  	
0 10 20 30
-
2
-
1
0
1
2
3
+,  


+,! 
 

0 10 20 30
-
2
-
1
0
1
2
3
: J$ 2   	Æ	 
 " IC 	 ) ',
6.	 	 
 	  	 
 (  M 
 A/
	 J 6 
   /  
  
 . J 
 
 	-  -

 A/ 	 ? 6"  +	 
 
 
 /   
   -

 A/ 	 ' &  : 
 J  
 8	  6.	 	

 	  	 
 (  1
 8	    -
 ), 
 8
/  8  - 1
  / 	    - 
   ! 
 1
 8	    
    (  -
 ), 
  
(   
	 	  	   6.	 #-

), -	 
 8	   - 
- 
	
     
 9J
7 
 	  	 
 (    
 
  -
7	 
 8	   	   6.	 1
 -
 ),  ),  

8	  
     - 
 	 	 G 	H 1

8	   - G@H   	  6.	 	  

	  	 
 (    
 
   7 

'
 - G 	H  .	 - -  
 J  
  
 
 8	 1
 8	   - GH  -  
 
  -
 --  
   ( L  
 
 8	 	    
 
  L
 	-  
 	 	  - G 	H 

 	 
 - 
 - G 	H  GH 
 )   
 .
  ' 
,   /  
 
 
 /  - GH   

/  - G 	H
1 	 
 	 
    
   -  . 

 	  
	
  	-  
 	  	 )",$
)9, 
 
0 



4 


)*

, 4$
 


)*

, 4%
  



)*

, 4%
 



)*

, 4 '
 


)*

,
4(
  



)*

, 4(
 



)*

, 4(
 



)*

, 4 !
 



4&
 




), 
 
0 



4 


)*

, 4$
 


)*

, 4%
  



)*

, 4%
 



)*

, 4 '
 


)*

,
4(
  



)*

, 4(
 



)*

, 4(
 



)*

,
)J, 
 
0 



4 


)*

, 4$
 


)*

, 4%
  



)*

, 4%
 



)*

,
4(
  



)*

, 4(
 



)*

, 4(
 



)*

,
)!, 
 
0 



4 


)*

, 4$
 


)*

, 4%
  



)*

, 4%
 



)*

,
4(
  



)*

, 4(
 



)*

, 4(
 





), 
 
0 



4 


)*

, 4%
  



)*

, 4%
 



)*

,
4(
  



)*

, 4(
 



)*

, 4(
 





L
 	-   '   9  
 8	   !    

   ( &    . 
 
  	 
	-       J        
 	
- 
- '    !  
 8	   - GH(

 	
  	     .    !    
 8	
 
 	  - $ )
  	   6.	,
1  
 
  .   '   	- 
 
 	 
	 )D*, )", L
 
    D*  ' 
 
   .
  
  	- 

  
 8	  !  &  	
  9       	
  

  
   	
'?
  ), 

D*
)', !J!" ! J?J J''" !?'9
)9, !J" !'9J 9'J !?J!
), !JJ!J !'99 99 !? 
)J, !J!?" !99 J 9?! !"!J
)!, !J!9J !99 99! !?'
), !J?J !9" 9 !9 !?"9
1 $  .   '   	- 
 
 	  	
)D*,
 .  D* 1
   
 	 8	
;



0 
   9 
;



0

   !9   ( L
 
 " I C 	  )
  9'9   '! , 
)
  J    9J, 
  8	  6.	 1
   
 	 !
 &      
 	 -  
 .    D* <

   	 - 
- '   J    
  .
L   
 
 8	   - G@H 	  	 
6.	 C 
   
 	   
 8	  	
     D*  
	   . )
    
  1 ,
7     .    ! 
 8	   - GH   
	   
 
;




0 ' ?  " I 	  ) !"!  9 9J,
1
  
    	      	- 


 	-
  J  
 	  - 
   (
 
 (

 (

 
 	-  	-  
    )'", 
  
 	
A/ 	  	  .	        . 
	

   
 
   ' ) 
    
  1 , < 
 .  
  !       
 	 
- $ ) , 1
 	-  
   AE	
  M	 )'" ,
  )'", 
 
  -   .	  
   -
1
 -  	 
 
 53 <  		 
  	   ! 
 
 	  - A/ 	 

	 -  
'
Sample
k
0 5000 10000 15000
4
6
8
10
12
14
k
Fr
eq
ue
nc
y
4 5 6 7 8 9 11 13
0
20
00
40
00
60
00
Sample
p(k
<j|
y)
0 5000 10000 15000
0.
0
0.
4
0.
8
p(k= 4 |y)
p(k= 5 |y)
p(k= 6 |y)
: !$  - -
 ), @	 ),  	 		-	 	
)
,  
 -  
  	 

  
  8	 


	  -   !
<  -  
 -  
  	 

 : !   

 -  

  
  8	 

 
 	  -
  ! 1
  -  : ! 
 
 -  


   J
 'J L
  		-	    '  
 - 
  
 
  


   
   : ! 
  
 @	  
 		-  



   

0 J 1
 
 -  : ! -	 
 	 		-	
	 )

#   ,  
 8   

 
    <

 6 -
 
 	 		-	 	      -/
  @ 
  
 6 1
 -  
 
  	 


    %
 
 %

 (
 
 (

   ! 
   
	   

 	

<    
  	 C 6  -	 
     -		   ** 	
@ -  	
 -
 	 -	   	- + --   -	
 
     6 	
	  
   -
 	-  -  
 
1
    C   	 
   *
	
@  
  	 1
   (    
 
--	
   		- 
      $ 	
  	 
	
    >- 6  	 	

  -	  C6-  	-   8	   
- 
'"

 ! " # $  %	
L
 
  - 
 
 . 8	 
  
  	Æ	 
 
     


-   
  #3 
 . 8	  	 
  

 
 	Æ&
	 

      
     -
	 **
	
 
    
 -  
 --   
--	
  
 - >	 - -  #/ C  1 )'""!,
 
 --	
  # )'""?, 
 6	 
  @ -- <
  C )9   , 
  --	
 
    	-
  - 
 	-  	  
 . 8	 
 <

  
 -  - 
 
   
   #3

 
 	  . 8	  - -   	/ 
	
 
   
-   
 C5* ),
: 
 -  
 --	
  # )'""?,  	  # 

. 8	  0 )
 
 
     
 
 
,
 
- -   4 ' 	/ 

 
 -	

 
0 
  

 
4    4 
  

 
 1
 C5* ), 
    
  
0 
 
 
 
0 

 
  
0 
 


)
 
, 
 
0 

  0 '      1
 	/ 

    
- -    )


Q

 
, : 	
  0 '      4 ' 
	 
  	 )

 

  ,  	/ 

 
 

 
 	
 
 

    :
 	 - 
  	   ( 

  

    <M )  -,  ;

 

 

  
 -	 :
 
;
 

0
;
+
 

 D    #
)'""?,
: 
 -   	
 	/ 

 
   ;


;
 


	-  	
   
 
    :
 	 -  

  

 
 -	  1
  --  


   

   --  ) ;


;
 

, 1
 -	 	-

 	  
    
 --     
Æ	 
 
  		   --
 	
 1
 /  --     
 # +
 		 :  	
	
 
9 
&#	
C F # M F 7 D   A )'""!, C *-
  	
	   		  $ 6
C * )9   , <- C B  -   -	 #(
  	  		 	 		 	 $ '996'J 
D C * )'"?,   		     -65 + S/
D D # 1 	/ C A   
 < :  )'"", <	 C 	
.   	   $ 6! 
D	/ M )'"",  	 	  
 !  =  M =
2/ B  )'",  
 	 		 
 	 D//
+ S/
:
   1( # )'""?, "		 		 "
 	  	#
$	 " 		 
 -   -65 + S/
:
      )'""", C 	  #( < 
 C  / B : M   	 %&'  &
	
	
  66T T	
 B  <-&
-  	
: F 7    C L )'"", : M  
 
<  )
 	, ( $ 6"
# D )'""?, 2Æ	 -  
 -   (
   	 	 
 $ !?6
# D )'""?, "	) 	 " 	*	 	  	+	
 *
-  7 
#/ L B C + #  1 A A * )'""!, <- B>	 -
 - 
 #  -  	 $ J!!6J?9
9'
#/ L B B	
     -
 D F )'"", "	) 	 " 	
  	 *
-  7 
#	
 M   1
 1  )'""J, M- 
(   	
  
  )	 $ !'!6!9
# M F )'""!, B >- / *
  * 	- 
C   )	 $ ?''6?9
7 1  1
 B )'"" , 	#  " *
-  7

7 1  1
 B )'"", 56	Æ	    	  
$ ?!?6?"
7 1  1
 B )9   , C C	/. 		    --
AE	
 F  M	 B )'" , ( 		 	+  ,	 ( 		
L + S/
	
 1   	
/   )'"?, *-  
  -
 -  	  -"  . 	 $ ' 9?6' 
	
 1   K A )'"", A   +  - 	  .	
"		 $ 99'69J
	/ C A D D # 1   
 < :  )9   ,  -	 (
 $ C --	
  D A D   A #

  C A 	/
), 	# 	   	+	  	6D// + S/
 F )'", =  #-
	 
  
 D	  16- 28	 
*    D  	 $ 9J!69!!
	*
 M  + F < )'"", 	# $	 " 9  *
-
 7 + S/
 	
/   )'"",   	 + - 
 		 
A M
 *-  :
99
 
   A
 B )'"", +-	 B  C 5
 	 	  / $ '?6J
 -
 D F C + #  * C M )'"", C 	 
 8	
  -  
 	-   	-  	
 '0122' D  C	   
  * F 7  A- *  1 S A )'""?, 1
   -
-  
  -	     )
 	, 
	 $ '?'6'J? 
1  )'""J, / *
  - M D  	
$ '? '6'?9
9
